Методические указания по выполнению контрольных работ
1. Общие указания. Контрольная работа должна быть выполнена в отдельной тетради в клетку с полями для пометок. Текст работы пишется разборчиво от руки чернилами одного цвета. При выполнении заданий необходимо полностью привести их условие. Задания, в которых даны лишь ответы без решений, будут считаться нерешенными. Контрольные работы другого варианта не засчитываются. Работа должна быть выполнена аккуратно, чисто, без помарок.
Контрольная работа должна быть выполнена, оформлена и сдана студентом для проверки до начала сессии.

Каждый студент выполняет свой вариант контрольной работы.
КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА № 1

Таблица 1

ДЛЯ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ИНДИВИДУАЛЬНОГО ЗАДАНИЯ

КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ №1

	
	Последняя цифра номера зачетной книжки

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	0

	Предпоследняя цифра
	1
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20

	
	
	24
	25
	26
	27
	28
	29
	30
	31
	32
	33

	
	
	57
	58
	59
	60
	41
	42
	43
	44
	45
	46

	
	
	69
	70
	71
	72
	73
	74
	75
	76
	77
	78

	
	
	86
	87
	88
	89
	90
	91
	92
	93
	94
	95

	
	2
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	
	
	34
	35
	36
	37
	38
	39
	40
	21
	22
	23

	
	
	47
	48
	49
	50
	51
	52
	53
	54
	55
	56

	
	
	79
	80
	61
	62
	63
	64
	65
	66
	67
	68

	
	
	96
	97
	98
	99
	100
	81
	82
	83
	84
	85

	
	3
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20

	
	
	31
	32
	33
	34
	35
	36
	37
	38
	39
	40

	
	
	51
	52
	53
	54
	55
	56
	57
	58
	59
	60

	
	
	71
	72
	73
	74
	75
	76
	77
	78
	79
	80

	
	
	91
	92
	93
	94
	95
	96
	97
	98
	99
	100

	
	4
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20

	
	
	32
	33
	34
	35
	36
	37
	38
	39
	40
	21

	
	
	53
	54
	55
	56
	57
	58
	59
	60
	41
	42

	
	
	74
	75
	76
	77
	78
	79
	80
	61
	62
	63

	
	
	95
	96
	97
	98
	99
	100
	81
	82
	83
	84

	
	5
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	
	
	21
	22
	23
	24
	25
	26
	27
	28
	29
	30

	
	
	41
	42
	43
	44
	45
	46
	47
	48
	49
	50

	
	
	61
	62
	63
	64
	65
	66
	67
	68
	69
	70

	
	
	81
	82
	83
	84
	85
	86
	87
	88
	89
	90

	
	6
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20

	
	
	34
	35
	36
	37
	38
	39
	40
	21
	22
	23

	
	
	56
	57
	58
	59
	60
	41
	42
	43
	44
	45

	
	
	78
	79
	80
	61
	62
	63
	64
	65
	66
	67

	
	
	100
	81
	82
	83
	84
	85
	86
	87
	88
	89

	
	7
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	
	
	22
	23
	24
	25
	26
	27
	28
	29
	30
	31

	
	
	43
	44
	45
	46
	47
	48
	49
	50
	51
	52

	
	
	64
	65
	66
	67
	68
	69
	70
	71
	72
	73

	
	
	85
	86
	87
	88
	89
	90
	91
	92
	93
	94

	
	8
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	
	
	24
	25
	26
	27
	28
	29
	30
	31
	32
	33

	
	
	46
	47
	48
	49
	50
	51
	52
	53
	54
	55

	
	
	68
	69
	70
	71
	72
	73
	74
	75
	76
	77

	
	
	90
	91
	92
	93
	94
	95
	96
	97
	98
	99

	
	9
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20

	
	
	35
	36
	37
	38
	39
	40
	21
	22
	23
	24

	
	
	58
	59
	60
	41
	42
	43
	44
	45
	46
	47

	
	
	61
	62
	63
	64
	65
	66
	67
	68
	69
	70

	
	
	84
	85
	86
	87
	88
	89
	90
	91
	92
	93

	
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	
	
	25
	26
	27
	28
	29
	30
	31
	32
	33
	34

	
	
	48
	49
	50
	51
	52
	53
	54
	55
	56
	57

	
	
	71
	72
	73
	74
	75
	76
	77
	78
	79
	80

	
	
	94
	95
	96
	97
	98
	99
	100
	81
	82
	83


ПРОГРАММА

I. Функции. Понятие предела.

1. Понятие функции. Основные элементарные функции и их графики.

2. Предел числовой последовательности. Предел функции в точке. Замечательные пределы. Понятие о непрерывной функции. Непрерывность элементарных функций.

3. Бесконечно малые функции и их свойства. Бесконечно большие функции. Связь между бесконечно большими и бесконечно малыми функциями.

II. Дифференциальное исчисление функций одной переменной

4. Производная функции в точке, её геометрический и механический смысл. Основные правила нахождения производных.

5. Производная сложной функции. Производная обратной функции.

6. Производные высших порядков.

7. Дифференциал и его геометрический смысл. Применение дифференциала в приближенных вычислениях.

8. Теоремы Ролля и Лагранжа. Правило Лопиталя.

9. Формула Тейлора.

III. Исследование функций с помощью производных

10. Условия возрастания и убывания функции. Точки экстремума. Необходимые условия экстремума дифференцируемой функции. Достаточные условия экстремума. Отыскание наибольшего и наименьшего значений функции, дифференцируемой на отрезке.

11. Направление выпуклости графика функции. Точки перегиба.

12. Асимптоты кривых.

13. Общая схема исследования функции и построения её графика.

IV. Приложение производной функции в экономике.

14. Суть предельных функций в экономике. Примеры.

15. Максимизация прибыли и минимизация доходов.

16. Эластичность спроса. Три вида спроса в зависимости от коэффициента эластичности.

V. Элементы аналитической геометрии

17. Прямая на плоскости. Уравнение прямой, проходящей через заданную точку в заданном направлении. Общее уравнение прямой на плоскости.

18. Прямая и плоскость в пространстве. Уравнение плоскости, проходящей через заданную точку с заданным нормальным вектором. Уравнение прямой, проходящей через заданную точку с заданным направляющим вектором (каноническое уравнение прямой). Прямая как линия пересечения двух плоскостей.

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ

Указания составлены в соответствии с учебником [1].

[1] Красс М.С., Чупрынов Б.П. Математика для экономического бакалавриата: Учебник. – М.: Дело, 2005. – 576 с.

Темы 1-4

[1]: гл. 3; гл. 4; гл. 5.

Задача 1

Найти пределы функции:

а)
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Решения.

а) Функция, предел которой при х→-2 требуется найти, представляет собой частное двух функций.  Если подставить в дробь вместо переменной х значение -2, то получим неопределенность 
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Преобразуем данную функцию, умножив числитель и знаменатель дроби, находящейся под знаком предела, на выражение 
[image: image6.wmf]х
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, сопряженное знаменателю. Параллельно разложим квадратный трехчлен в числителе на линейные множители:
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Сокращая теперь числитель и знаменатель последней дроби на общий множитель х + 2, получим новую функцию:
[image: image8.wmf]
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Переопределение функции в одной точке не сказывается на значении предела и поскольку для функции, непрерывной в точке 
[image: image10.wmf]0
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, ее предел при 
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 равен значению этой функции в точке
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1

, гл. 3, п. 3.6), следовательно:
 б) И в этом примере начнем преобразования с умножения числителя и знаменателя дроби, стоящей под знаком предела, на выражение, сопряженное к знаменателю:
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Заметим, что пределы в нуле второго и третьего сомножителя как непрерывных в нуле функций равны их значениям в этой точке:
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Чтобы найти предел первого сомножителя, разделим его числитель и знаменатель на х:
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Предел  
[image: image18.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image19.wmf]
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есть первый замечательный предел (см. 
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1

, гл.3, п. 3.4).  Пределы
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легко сводятся к нему. Например,
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и после замены 
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Следовательно, 
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. Аналогично, 
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. Теперь с помощью теорем о пределе частного и суммы (
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1

, гл. 3, п. 3.3, теорема 2) вычисляем предел первого сомножителя:
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Воспользовавшись, наконец, теоремой о пределе произведения (
[image: image31.wmf][

]

1

, гл.3, п. 3.3, теорема 2) окончательно получаем:
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в) Избавляясь от иррациональности в знаменателе (так же, как и в предыдущих двух примерах) и применяя формулу 
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, будем иметь:
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Предел в нуле функции 
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 найдем, воспользовавшись непрерывностью этой элементарной функции в нуле:
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Предел в нуле функции 
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 найдем, разделив предварительно числитель и знаменатель дроби в правой части равенства на 
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x

 и используя основные свойства предела ( [1] гл.3, п. 3.4, теорема 4)
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Теперь, применяя теорему о пределе произведения, получим:
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г) Прежде всего преобразуем основание данной степенно-показательной функции:
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Введем новую переменную:
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В конце мы воспользовались теоремой о пределе произведения ([1] гл.3, п. 3.3, теорема 2), вторым замечательным пределом ([1] гл.3, п. 3.4, теорема 5) и непрерывностью в нуле функции 
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Задачи 1-20

Найти пределы:

	1.
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Задача 2

Найти производную функции:

	а) 
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Решение:

а) Функция представляет собой частное двух функций. Ее производная по правилу дифференцирования частного равна:
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Выражение 
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Производную функции 
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Собирая все результаты, получим:
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б) Преобразуем нашу функцию:


[image: image151.wmf](

)

2

1

3

3

5

1

5

1

x

tg

x

tg

y

+

=

+

=

.

Это сложная функция. Взяв за аргумент 
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 и применяя последовательно формулы, получим:
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Снова, применяя формулу 
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Окончательно получим:
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в) Наша функция есть сложная логарифмическая, в которой аргументом является выражение 
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. Применив формулу 
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Далее нам нужно найти производную частного двух функций. 

По формуле 
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Окончательно получим:
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г) По формуле 
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, приняв за аргумент выражение 
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Воспользовавшись формулой производной для частного двух функций и делая необходимые преобразования, получим:
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Задачи 21-40

Найти производные функций:
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Задача 3

Исследовать функцию 
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 и построить ее график.

Решение.
1. Область определения данной функции – вся числовая ось, то есть интервал 
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в правой части аналитического задания функции имеет смысл при любом действительном аргументе х.

2. Данная функция является непрерывной в каждой точке своей области определения, то есть в каждой точке числовой оси.

3. Найдем все асимптоты графика функции.

Вертикальных асимптот график данной функции не имеет, поскольку последняя непрерывна на всей числовой оси.

Для отыскания наклонной асимптоты при 
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Если оба они существуют и конечны, то прямая 
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 является наклонной асимптотаой при 
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 графика функции 
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Прежде чем обращаться к вычислению указанных пределов, напомним тождество
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из которого следует, что при 
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а при 
[image: image262.wmf]0

<

x



[image: image263.wmf]x

x

-

=

2

 


(2)

Приступая к вычислению первого предела, разделим числитель и знаменатель дроби на 
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, затем воспользуемся равенством (1) и основными свойствами предела:
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Для вычисления второго предела разделим числитель и знаменатель дроби на x и, действуя далее аналогично тому, как и при вычислении первого предела, получим:
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Следовательно, прямая y = 5 является наклонной асимптотой графика данной функции при 
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 (поскольку угловой коэффициент k этой прямой равен нулю, то такую наклонную асимптоту называют также горизонтальной при 
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Для отыскания наклонной асимптоты при 
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 вычислим пределы
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Если оба они существуют и конечны, то прямая 
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 является наклонной асимптотой при 
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Для вычисления этих пределов используем те же приёмы, что и выше, учитывая только на сей раз вместо равенства (1) равенство (2). Теперь в частности, для отрицательных значений аргумента имеем: 
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и следовательно,
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то есть наклонной (горизонтальной) асимптотой при 
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 на сей раз является прямая   y = –5 . Изобразим пунктирной линией найденные асимптоты на предварительном чертеже (рис. 1):
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Рис. 1

4. Найдем точки пересечения графика данной функции с осями координат и установим промежутки её знакопостоянства.

Для отыскания абсцисс точек пересечения графика с осью ОХ решим уравнение
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Его единственным решением, очевидно, является 
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. Причем в силу положительности знаменателя при любом x ясно, что
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Таким образом, точка А(–1,8; 0) является единственной точкой пересечения графика функции с осью ОХ, а для х из интервалов 
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 соответствующие точки графика функции расположены, соответственно, ниже и выше оси абсцисс.

Точка пересечения графика функции 
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 с осью OY – это всегда точка 
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, если только нуль входит в область определения функции. В нашем случае такой точкой является 
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Полученные в результате исследования точки А и В изобразим на предварительном чертеже (рис.1).

5. Приступим теперь к отысканию точек экстремума данной функции и участков ее монотонности.
Вычислим сначала производную функции:

Вычислим сначала её производную:
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Решая уравнение [image: image293.png]


 , получим единственный корень производной:
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Таким образом, необходимое условие экстремума ([1] гл.5, п. 5.3, теорема 3)[image: image296.png]([1]. ra. £2, Teopema depma)



 QUOTE  

 выполняется и ось абсцисс делится на два интервала
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Знакопостоянство производной. Для определения знака производной в каждом интервале (пользуясь ее непрерывностью), определим знак производной в одной какой-либо точке каждого интервала. Так как
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¥

<0




Таким образом, функция возрастает на интервале [image: image300.png](—oo:%/3)



 и убывает на интервале [image: image302.png](3/:
3:+0)



, а значит точка [image: image304.png]


  является точкой максимума данной функции [image: image306.png]([1). 1.9, £4, Teopema 1.)



 QUOTE  
([1] гл. 5, п. 5.3, теорема 4)
. Значение ординаты в этой точке (то есть максимум функции) равно
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Отметим на чертеже вершину [image: image309.png]c(?/3:+52)



   графика данной функции (рис.1).

6. Найдем точки перегиба и промежутки выпуклости, вогнутости.

Для этого находим производную второго порядка:
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Решая уравнение [image: image312.png]


, эквивалентное квадратному уравнению [image: image314.png]2x* —5x —




, находим его корни

[image: image315.png]Xy

—0.5

Xy





Эти точки разбивают область определения функции на три интервала: [image: image317.png]


. Для определения знака производной второго порядка в каждом из этих интервалов определим ее знак в какой-либо точке соответствующего интервала:
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Из полученных неравенств вытекает, что график функции является выпуклым на интервале (-0,5 ;3) и  вогнутым на интервалах [image: image322.png]


 и  [image: image324.png]


 ([1] гл.5, п. 5.3, теорема 5) и значит точки

                               [image: image326.png]


                           и                     [image: image328.png]E(3:£(3)).




Согласно определению ([1] гл.5, п. 5.3, определение 2), является точками перегиба графика данной функции. Осталось найти ординаты этих точек:
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[image: image330.png]



Точки D и E также отметим на рис 1.

         Учитывая результаты полного исследования, соединим непрерывный линией все ранее отмеченные точки предварительного чертежа так, чтобы эта кривая слева и справа неограниченно приближалась к асимптотам[image: image332.png]


   соответственно (рис.2).
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Задачи 41-60

Исследовать функцию 
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Задача 4.
Решить задачу с экономическим содержанием.

При определении максимально возможного дохода (прибыли), составляется функция дохода (прибыли) и находится её экстремум.  
Задачи 61 - 80

61. Фотограф заметил, что при цене 20 грн. за набор фотографий на паспорт он делает 45 наборов в день. Если повысить цену до 25 грн., то число клиентов снижается до 40. Считая линейным соотношение между спросом и ценой, найти функцию выручки. При каком значении цены выручка достигает своего максимального значения?

62. Производитель телевизоров продаёт 100 телевизоров в неделю при цене 1800 грн. за каждый. Если цена повышается до 1900 грн., то объём продаж снижается до 80 телевизоров. Фиксированные издержки производства телевизора составляют 50 тыс. грн. в неделю, а переменные издержки – 800 грн. за один телевизор. Полагая линейным закон спроса, найти функцию прибыли. Какова максимальная прибыль и при какой цене она достигается?

63. В гостинице 60 номеров. При цене 300 грн. за номер в сутки бывает занято 50 номеров. Если цена снижается до 280 грн. за номер, то занято 55 номеров. Найти максимальное значение выручки, предполагая линейным закон спроса. При какой цене достигается это значение?

64. Ресторан расчитан не более чем на 100 посетителей. При цене 70 грн. за обед бывает 70 посетителей, а при цене 60 грн. за обед число посетителей возрастает до 80. Фиксированные издержки приготовления обеда составляют 450 грн. в день, а переменные – 30 грн. за обед. Найти функцию прибыли, предполагая линейной зависимость между числом посетителей и ценой обеда. Каково максимальное значение прибыли?

65. Цена на некоторый товар составляет 250 грн. Издержки производства этого товара равны 120х + х2, где х – число единиц произведённого товара. Найти максимальное значение прибыли.

66. Издержки производства некоторой продукции определяются функцией           5х2 + 80х, где х – число единиц произведённой за месяц продукции. Эта продукция продаётся  по цене 280 грн. за изделие. Сколько изделий нужно произвести и продать, чтобы прибыль была максимальна?

67. Пусть известны функции спроса и предложения на некоторый товар на конкурентном рынке:

р = 2х + 50, р = -х + 200,

где х – число единиц товара.

Предположим, что средние издержки производства одной единицы товара определяются следующей функцией:
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Найти максимальное значение прибыли.

68. На монопольном рынке спрос на некоторый товар определяется следующей функцией:

р = 780 – 2х – 0,1х2,

где х – число единиц товара.

Найти максимальную прибыль, если средние издержки производства этого товара составляют:
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При каком значении цены прибыль максимальна?
69. Фотограф заметил, что при цене 20 грн. за набор фотографий на паспорт он делает 45 наборов в день. Если повысить цену до 25 грн., то число клиентов снижается до 40. Считая линейным соотношение между спросом и ценой, найти функцию выручки. При каком значении цены выручка достигает своего максимального значения?

70. Производитель телевизоров продаёт 100 телевизоров в неделю при цене 1800 грн. за каждый. Если цена повышается до 1900 грн., то объём продаж снижается до 80 телевизоров. Фиксированные издержки производства телевизора составляют 50 тыс. грн. в неделю, а переменные издержки – 800 грн. за один телевизор. Полагая линейным закон спроса, найти функцию прибыли. Какова максимальная прибыль и при какой цене она достигается?

71. В гостинице 60 номеров. При цене 300 грн. за номер в сутки бывает занято 50 номеров. Если цена снижается до 280 грн. за номер, то занято 55 номеров. Найти максимальное значение выручки, предполагая линейным закон спроса. При какой цене достигается это значение?

72. Ресторан рассчитан не более чем на 100 посетителей. При цене 70 грн. за обед бывает 70 посетителей, а при цене 60 грн. за обед число посетителей возрастает до 80. Фиксированные издержки приготовления обеда составляют 450 грн. в день, а переменные – 30 грн. за обед. Найти функцию прибыли, предполагая линейной зависимость между числом посетителей и ценой обеда. Каково максимальное значение прибыли?

73. Цена на некоторый товар составляет 250 грн. Издержки производства этого товара равны 120х + х2, где х – число единиц произведённого товара. Найти максимальное значение прибыли.

74. Издержки производства некоторой продукции определяются функцией      5х2 + 80х, где х – число единиц произведённой за месяц продукции. Эта продукция продаётся  по цене 280 грн. за изделие. Сколько изделий нужно произвести и продать, чтобы прибыль была максимальна?

75. Пусть известны функции спроса и предложения на некоторый товар на конкурентном рынке:

р = 2х + 50,

р = -х + 200,

где х – число единиц товара.

Предположим, что средние издержки производства одной единицы товара определяются следующей функцией:
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Найти максимальное значение прибыли.

76. На монопольном рынке спрос на некоторый товар определяется следующей функцией:

р = 780 – 2х – 0,1х2,

где х – число единиц товара.

Найти максимальную прибыль, если средние издержки производства этого товара составляют:
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При каком значении цены прибыль максимальна?

77. Фотограф заметил, что при цене 20 грн. за набор фотографий на паспорт он делает 45 наборов в день. Если повысить цену до 25 грн., то число клиентов снижается до 40. Считая линейным соотношение между спросом и ценой, найти функцию выручки. При каком значении цены выручка достигает своего максимального значения?
78. Пусть известны функции спроса и предложения на некоторый товар на конкурентном рынке:

р = 2х + 50,

р = -х + 200,

где х – число единиц товара.

Предположим, что средние издержки производства одной единицы товара определяются следующей функцией:
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Найти максимальное значение прибыли.

79. В гостинице 60 номеров. При цене 300 грн. за номер в сутки бывает занято 50 номеров. Если цена снижается до 280 грн. за номер, то занято 55 номеров. Найти максимальное значение выручки, предполагая линейным закон спроса. При какой цене достигается это значение?

80. Издержки производства некоторой продукции определяются функцией      5х2 + 80х, где х – число единиц произведённой за месяц продукции. Эта продукция продаётся  по цене 280 грн. за изделие. Сколько изделий нужно произвести и продать, чтобы прибыль была максимальна?

� EMBED Equation.3  ���
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