КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА № 2
Методические указания по выполнению контрольной работы 2 по дисциплине «Математический анализ» для студентов направления «Экономика».
Задания к контрольной работе 

по дисциплине «Мтематический анализ»

1. Общие указания. Контрольная работа должна быть выполнена в отдельной тетради в клетку с полями для пометок. Текст работы пишется разборчиво от руки чернилами одного цвета. При выполнении заданий необходимо полностью привести их условие. Задания, в которых даны лишь ответы без решений, будут считаться нерешенными. Контрольные работы другого варианта не засчитываются. Работа должна быть выполнена аккуратно, чисто, без помарок.
Контрольная работа должна быть выполнена, оформлена и сдана студентом для проверки до начала сессии
Каждый студент выполняет свой вариант контрольной работы.
Таблица 
ДЛЯ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ИНДИВИДУАЛЬНОГО ЗАДАНИЯ

КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ №2

	
	Последняя цифра номера зачетной книжки

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	0

	Предпоследняя цифра
	1
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20

	
	
	36
	37
	38
	39
	40
	21
	22
	23
	24
	25

	
	
	60
	41
	42
	43
	44
	45
	46
	47
	48
	49

	
	
	64
	65
	66
	67
	68
	69
	70
	71
	72
	73

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	2
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	
	
	26
	27
	28
	29
	30
	31
	32
	33
	34
	35

	
	
	50
	51
	52
	53
	54
	55
	56
	57
	58
	59

	
	
	74
	75
	76
	77
	78
	79
	80
	61
	62
	63

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	3
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	
	
	27
	28
	29
	30
	31
	32
	33
	34
	35
	36

	
	
	52
	53
	54
	55
	56
	57
	58
	59
	60
	41

	
	
	77
	78
	79
	80
	61
	62
	63
	64
	65
	66

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	4
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20

	
	
	37
	38
	39
	40
	21
	22
	23
	24
	25
	26

	
	
	42
	43
	44
	45
	46
	47
	48
	49
	50
	51

	
	
	67
	68
	69
	70
	71
	72
	73
	74
	75
	76

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	5
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	
	
	28
	29
	30
	31
	32
	33
	34
	35
	36
	37

	
	
	54
	55
	56
	57
	58
	59
	60
	41
	42
	43

	
	
	80
	61
	62
	63
	64
	65
	66
	67
	68
	69

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	6
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20

	
	
	38
	39
	40
	21
	22
	23
	24
	25
	26
	27

	
	
	44
	45
	46
	47
	48
	49
	50
	51
	52
	53

	
	
	70
	71
	72
	73
	74
	75
	76
	77
	78
	79

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	7
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	
	
	23
	24
	25
	26
	27
	28
	29
	30
	31
	32

	
	
	45
	46
	47
	48
	49
	50
	51
	52
	53
	54

	
	
	67
	68
	69
	70
	71
	72
	73
	74
	75
	76

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	8
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20

	
	
	25
	26
	27
	28
	29
	30
	31
	32
	33
	34

	
	
	60
	41
	42
	43
	44
	45
	46
	47
	48
	49

	
	
	76
	77
	78
	79
	80
	61
	62
	63
	64
	65

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	9
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	
	
	35
	36
	37
	38
	39
	40
	21
	22
	23
	24

	
	
	50
	51
	52
	53
	54
	55
	56
	57
	58
	59

	
	
	66
	67
	68
	69
	70
	71
	72
	73
	74
	75

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	0
	11
	12
	13
	14
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	18
	19
	20

	
	
	26
	27
	28
	29
	30
	31
	32
	33
	34
	35

	
	
	42
	43
	44
	45
	46
	47
	48
	49
	50
	51

	
	
	79
	80
	61
	62
	63
	64
	65
	66
	67
	68

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


ПРОГРАММА
V.  Функции нескольких переменных.

17.  Функции двух переменных. Линии уровня.

18.Частные производные первого и высшего порядков. Теоремы о равенстве смешанных производных.

19. Экстремум функции нескольких переменных. Необходимое условие экстремума.

20. Примеры функций многих переменных в экономике.

VI. Интегральное исчисление.


21. Первообразная функции. Неопределенный интеграл и его свойства. Таблица основных формул интегрирования.

22. Замена переменных и интегрирование по частям в неопределенном интеграле.

23. Интегрирование простейших рациональных, иррациональных и тригонометрических функций. Применение таблицы интегралов.

24. Определенный интеграл и его свойства. Вычисление определенных интегралов методом интегрирования по частям и заменой переменных.

25. Несобственные интегралы.

26. Геометрический смысл определенного интеграла. Вычисление площадей плоских фигур.

VII. Применение интегралов в экономических исследованиях.

27. Нахождение производственных функций по заданным предельным величинам.

28. Применение интеграла при вычислении прироста капитала по заданному  закону инвестирования.

29. Экономия потребителя и производителя от формирования равновесной цены на конкурентном рынке.

Задача 1

Найти 
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. Написать уравнение линий уровня 
[image: image4.wmf]c

y

x

f

=

)

;

(

 при 
[image: image5.wmf]0

=

c

и 
[image: image6.wmf]1

=

c

. Найти grad z в точке 
[image: image7.wmf])

1

;

1

(

0

-

M

.

Решение

Учитывая правила вычисления частных производных [1, гл. 8, п. 8.3] и обычные правила дифференцирования функции одной переменной, находим частые производные первого порядка. При этом следует помнить, что при вычислении частной производной по x, мы считаем y постоянной. Аналогично, при нахождении частной производной по y считаем x постоянной.
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Теперь найдем частные производные второго порядка:
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Запишем уравнения линий уровня. Как известно (стр. 141 [1]), линии уровня образуют на плоскости семейство параллельных прямых, на каждой из которых функция принимает постоянное значение 
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При с=0 имеем линию нулевого уровня: 
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При с=1 уравнение линии уровня: 
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При переходе от одной линии уровня к другой значение функции изменяется.

Направления возрастания функции указывает вектор grad 
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Найдем направление градиента в точке 
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Поэтому grad 
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Задачи  1-20

Найти 
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Задача № 2
Найти неопределённые интегралы

                  а) 
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                                                         Решение:

а) Представим подынтегральную функцию в виде алгебраической суммы трёх слагаемых. Для этого разделим почленно числитель на знаменатель:


[image: image73.wmf]1

2

2

2

2

2

3

9

3

3

3

-

+

=

-

+

-

x

x

x

x

x

x


Неопределённый интеграл алгебраической суммы функций равен алгебраической сумме неопределённых интегралов этих функций ([1], гл. 6, п. 6.2 ).

Пользуясь этим свойством неопределённого интеграла и соответствующими формулами ([1], гл. 6, п. 6.3 ), получим:
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б)  При нахождении данного интеграла воспользуемся методом подстановки ([1], гл. 6, п. 6.4 ). Введём новую переменную 
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Тогда
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Отсюда 
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   в) Для вычисления этого интеграла преобразуем подынтегральную функцию следующим образом:
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 Поэтому
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Сделаем замену 
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 EMBED Equation.3  [image: image84.wmf]
   г) Для нахождения этого интеграла воспользуемся формулой интегрирования по частям:
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Положим 
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 (постоянную С здесь можно опустить)

Итак, искомый интеграл равен:  
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Задачи 21 - 41

Найти неопределённый интеграл:
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Задача 3.

Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями [image: image172.png]xf—2xmy=-2x"+x.





Решение.

Чтобы наглядно представить фигуру, площадь которой надо найти, начертить графики функции   [image: image174.png]x?—2x u y=-2x7 +x.





[image: image175.png]



Рис.3

Для построения параболы [image: image177.png]


 определим координаты ее вершины и точек пересечения с осями координат. Выделив полный квадрат [image: image179.png]


  получим координаты вершины параболы  A[image: image181.png]


.  Ветви параболы направление вверх, так как коэффициент при [image: image183.png]


, равный 1, положителен. Точки пересечения параболы с осью абсциссе найдём, решив квадратное уравнение [image: image185.png]—2x

0



. Корни этого уравнения [image: image187.png]


Получили точки O[image: image189.png]


;  A[image: image191.png]


. Точка пересечения с осью ординат находится при    [image: image193.png]


.   Эта точка совпадает с точкой А. 

Для построения второй параболы [image: image195.png]—2x* —x




 необходимо провести аналогичные действия. Получим вершину [image: image197.png]B(1/4:1/8)



 и точки [image: image199.png]B,(1/2:0)



. Ветви этой параболы направлены  вниз, так как коэффициент при [image: image201.png]


 отрицательный. На рисунке 3 построены обе параболы. Они образовали фигуру, площадь которой надо найти. Для определения абсцисс  точек пересечения парабол, решим уравнение [image: image203.png]x?—2x=-2x" +x



  или [image: image205.png]3x* —3x

0



, откуда [image: image207.png]



Площадь фигуры вычисляем по формуле ([1], гл. 7, п. 7.5): 
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  где[image: image210.png]flx) = glx)



        для всех [image: image212.png]x €la; b]




[image: image214.png](dopmyaa (12.27)§6 rnasa 12 [1])



 QUOTE  

В нашем случае а = х1 = 0,  b[image: image216.png]


 QUOTE  

 = х2 = 1.  На отрезке [image: image218.png]


   имеем: [image: image220.png]—2x* +x = x* - 2x




Получим: [image: image222.png]flx) =-2x"+x u gl





Следовательно,
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Для вычисления определенного интеграла применили формулу Ньютона Лейбница ([1], гл. 7, п. 7.3):
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где F(x) [image: image226.png]r(x)
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первообразная подынтегральной функции  f(x).    
Задачи 41-60

Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями y = ax2 + bx и y = cx2 + dx.

	Номер задачи
	a
	b
	c
	d

	41. 
	1
	-1
	-1
	3

	42. 
	2
	1
	-1
	7

	43. 
	-1
	-5
	1
	1

	44. 
	½
	1
	-1
	4

	45. 
	-1
	1
	½
	-2

	46. 
	-2
	4
	½
	-1

	47. 
	-1
	2
	2
	-4

	48. 
	1
	-4
	-2
	2

	49. 
	-½
	2
	1
	-1

	50. 
	2
	-2
	-½
	3

	51. 
	1
	1
	-1
	5

	52. 
	-1
	4
	3
	-4

	53. 
	3
	-3
	-1
	5

	54. 
	½
	1
	-3
	8

	55. 
	-2
	3
	1
	-3

	56. 
	1
	-1
	-2
	5

	57. 
	-3
	6
	1
	-2

	58. 
	3
	-5
	-½
	2

	59. 
	3
	-6
	-2
	4

	60. 
	-2
	7
	3
	-3


[image: image228.png]f(x)  (dopmyast (12.1)§1 maser 12 [1]).
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Задача 4.
Задача с экономическим содержанием

В экономических исследованиях интегрирование используется для нахождения функций издержек, прибыли, потребления, если известны соответственно функции предельных издержек, предельной прибыли и т.д. Для определения произвольной постоянной интегрирования необходимо дополнительное условие. Если составляется функция издержек, используется то, что её значение в точке х = 0 (х – число единиц продукции) равно значению фиксированных издержек, а при определении функции дохода – то, что её значение в точке х = 0 равно нулю (доход равен нулю, если не продано ни одного изделия).

Пример 1. Задана функция предельного дохода 
[image: image229.wmf].
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 Записать функцию дохода.

Решение.
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R (0) = 0, следовательно, С = 0
Вывод: функция дохода имеет вид: 
[image: image231.wmf].
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Выигрыш потребителей и выигрыш поставщиков. Пусть (х0; р0) – точка рыночного равновесия, y = f(x) – функция спроса,  y = g(x) – функция предложения.
Выигрыш потребителей от установления рыночной цены на конкурентном рынке находится по формуле:
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Аналогично находится выигрыш поставщиков:
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Пример 2. Известны законы спроса и предложения: 
[image: image234.wmf].
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Найти выигрыш потребителей и выигрыш поставщиков, если было установлено рыночное равновесие.

Решение. Найдём точку рыночного равновесия:
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[image: image243.wmf](
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Вывод: на конкурентном рынке определённой продукции от установления рыночной цены экономия покупателей составила 486 у.е., поставщиков – 67,5 у.е.
Задача максимизации прибыли. В ряде отраслей промышленности, например в горнодобывающей, после некоторого момента времени прибыль начинает убывать. В этом случае необходимо найти момент времени, в который прибыль принимает максимальное значение, и своевременно остановить производство.

Пример 3. Скорости измерения издержек и дохода во времени имеют следующий вид:
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, где t – время в годах.
Найти максимальное значение прибыли, которое можно получить от этого производства. Когда производство следует остановить?

Решение.
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 следовательно, 
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Вывод: производство достигнет максимальной прибыли в размере 75/2 у.е. через пять лет.

Прирост капитала. Если I(t) – скорость изменения инвестиций, а A(t) – капитал предприятия, то 
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, где  t1 < t < t2 – временной промежуток.

Зная скорость изменения инвестиций, можно найти изменение капитала по формуле:
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Задачи 61 – 80
61. Функция предельных издержек имеет следующий вид 
[image: image252.wmf].
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а) Найти функцию издержек, если фиксированные издержки составляют 2500 грн. в месяц.

б) Каковы издержки производства 250 изделий в месяц?

в) Если продукция продаётся по цене75 грн. за изделие, сколько нужно произвести и продать, чтобы прибыль была максимальной?

62. Функция предельных издержек некоторого предприятия имеет вид 
[image: image253.wmf].
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а) Найти функцию издержек, если фиксированные издержки производства 100 единиц продукции составляют 7 тыс. грн.

б) Найти фиксированные издержки.

в) Каковы издержки производства 250 единиц продукции?

63. Функция предельных издержек имеет вид 
[image: image254.wmf].
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а) Найти переменные издержки. 

б) Каковы издержки производства 150изделий?

в) Найти приращение прибыли, если объём производства вырос от 150 до 200 изделий.

64. Функция предельной прибыли имеет вид 
[image: image255.wmf].
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Прибыль предприятия составляет 35,8 тыс. грн., если продано 1200 изделий. Найти функцию прибыли.

65. Найти выигрыш потребителей и поставщиков товара, законы спроса и предложения на который имеют следующий вид:
[image: image256.wmf],
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[image: image257.wmf];
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66. Найти выигрыш потребителей и поставщиков товара, законы спроса и предложения на который имеют следующий вид:
[image: image258.wmf],
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[image: image259.wmf];
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67. Найти выигрыш потребителей и поставщиков товара, законы спроса и предложения на который имеют следующий вид:
[image: image260.wmf],
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 EMBED Equation.3  [image: image261.wmf];
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68. Найти выигрыш потребителей и поставщиков товара, законы спроса и предложения на который имеют следующий вид: 
[image: image262.wmf],
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[image: image263.wmf].
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69. Сколько лет нужно продолжать добычу полезных ископаемых до достижения максимального значения прибыли, если скорость изменения издержек и дохода имеет  следующий вид:  
[image: image264.wmf].
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[image: image265.wmf].

3

28

)

(

t

t

R

-

=

¢

 Найти максимальное значение прибыли.

70. Сколько лет нужно продолжать добычу полезных ископаемых до достижения максимального значения прибыли, если скорость изменения издержек и дохода имеет  следующий вид: 


[image: image266.wmf].
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[image: image267.wmf].
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Найти максимальное значение прибыли.

71. Сколько лет нужно продолжать добычу полезных ископаемых до достижения максимального значения прибыли, если скорость изменения издержек и дохода имеет  следующий вид:
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[image: image269.wmf].
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Найти максимальное значение прибыли.

72. Найти прирост капитала предприятия на данном промежутке времени, если скорость изменения инвестиций имеет  следующий вид:


[image: image270.wmf].
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[image: image271.wmf].
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73. Найти прирост капитала предприятия на данном промежутке времени, если скорость изменения инвестиций имеет  следующий вид:
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[image: image273.wmf].
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74. Функция предельных издержек имеет следующий вид 
[image: image274.wmf].
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а) Найти функцию издержек, если фиксированные издержки составляют 2500 грн. в месяц.

б) Каковы издержки производства 250 изделий в месяц?

в) Если продукция продаётся по цене75 грн. за изделие, сколько нужно произвести и продать, чтобы прибыль была максимальной?

75. Функция предельных издержек некоторого предприятия имеет вид 
[image: image275.wmf].
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а) Найти функцию издержек, если фиксированные издержки производства 100 единиц продукции составляют 7 тыс. грн.

б) Найти фиксированные издержки.

в) Каковы издержки производства 250 единиц продукции?

76. Функция предельных издержек имеет вид 
[image: image276.wmf].
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а) Найти переменные издержки. 

б) Каковы издержки производства 150 изделий?

в) Найти приращение прибыли, если объём производства вырос от 150 до 200 изделий.

77. Функция предельной прибыли имеет вид 
[image: image277.wmf].
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Прибыль предприятия составляет 35,8 тыс. грн., если продано 1200 изделий. Найти функцию прибыли.

78. Найти выигрыш потребителей и поставщиков товара, законы спроса и предложения на который имеют следующий вид:
[image: image278.wmf],
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[image: image279.wmf];
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79. Найти выигрыш потребителей и поставщиков товара, законы спроса и предложения на который имеют следующий вид:
[image: image280.wmf],
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[image: image281.wmf];
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80. Найти выигрыш потребителей и поставщиков товара, законы спроса и предложения на который имеют следующий вид:
[image: image282.wmf],
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