Задания к контрольной работе 

по дисциплине «Математика» для студентов 1 курса 

направления «Менеджмент» (2 семестр)

Составил старший преподаватель кафедры  ГСиЕНД Алексеева Н.А.
1. Общие указания. Контрольная работа должна быть выполнена в отдельной тетради в клетку с полями для пометок. Текст работы пишется разборчиво от руки чернилами одного цвета. При выполнении заданий необходимо полностью привести их условие. Задания, в которых даны лишь ответы без решений, будут считаться нерешенными. Контрольные работы другого варианта не засчитываются. Работа должна быть выполнена аккуратно, чисто, без помарок.
Контрольная работа должна быть выполнена, оформлена и сдана студентом для проверки до начала сессии.

Каждый студент выполняет свой вариант контрольной работы. Номер варианта определяется последней цифрой зачетной книжки или студенческого билета. Если последней цифрой является ноль, то выполняется десятый вариант.

2. Варианты заданий.

Указания составлены в соответствии с учебниками [1, 2] и задачником [3].

[1] Карасев А.И., Аксютина З.М., Савельева Т.И. Курс высшей математики для экономических вузов. М. «Высшая школа», 1982, ч.1.

[2] Кудрявцев В.А., Демидович Б.П. Краткий курс высшей математики. М. «Наука», 1989.

[3] Минорский В.П. Сборник задач по высшей математике. М. «Наука», 1987.

[4] Кремер Н.Ш., Путко Б.А., Тришин И.М., Фридман М.Н. Высшая математика для экономистов. Учебник для вузов/Под ред.. проф.. Н.Ш. Кремера. – 2-е изд., пере работ. И доп. – М. «Банки и биржи, ЮНИТИ», 1998.
Задача 1
Найти предел:
	а) 
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Решение:

а) Функция, предел которой при 
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 требуется найти, представляет собой частное двух функций. Однако применить теорему о пределе частного ([1], гл.6. §5 теорема 2) в данном случае нельзя, так как предел функции, стоящей в знаменателе, при 
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Преобразуем данную функцию, умножив числитель и знаменатель дроби, находящейся под знаком предела, на выражение 
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, сопряженное знаменателю. Параллельно разложим квадратный трехчлен в числителе на линейные множители:
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Сокращая теперь числитель и знаменатель последней дроби на общий множитель х+2, получим новую функцию
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которая отличается от данной значением лишь в одной точке х = – 2: данная функция в этой точке не определена, а новая определена и непрерывна как элементарная функция ([1], гл.6, § 3, следствие 1). Поскольку переопределение функции в одной точке не сказывается на значении предела и поскольку для функции, непрерывной в точке 
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 равен значению этой функции в точке
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 ([1], гл.6, §4, формула 6.4), то
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б) И в этом примере начнем преобразования с умножения числителя и знаменателя дроби, стоящей под знаком предела, на выражение, сопряженное к знаменателю:
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Заметим, что пределы в нуле второго и третьего сомножителей как непрерывных в нуле функций равны их значениям в этой точке:
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Чтобы найти предел первого сомножителя, разделим его числитель и знаменатель на х:
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Предел
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есть первый замечательный предел ([1], гл.6, §10). Пределы
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легко сводятся к нему. Например,
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и после замены 
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Следовательно, 
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. Теперь с помощью теорем о пределе частного и суммы ([1], гл.6, § 5, теорема 2) вычисляем предел первого сомножителя:
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Воспользовавшись, наконец, теоремой о пределе произведения ([1], гл.6, § 5, теорема 2) окончательно получаем:


[image: image30.wmf]11

2

2

1

11

)

1

1

(

2

cos

sin

6

sin

5

sin

lim

0

=

×

×

=

×

-

+

×

+

×

×

+

®

tgx

x

tgx

x

x

x

x

x

x

.

в) Избавляясь от иррациональности в знаменателе (так же, как и в предыдущих двух примерах) и применяя формулу 
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Предел в нуле функции 
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 найдем, воспользовавшись непрерывностью этой элементарной функции в нуле:
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Предел в нуле функции 
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 найдем, разделив предварительно числитель и знаменатель дроби в правой части равенства на 
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 и используя основные свойства предела ([1], гл.6, §5, теорема 2, теорема 3 и её последствие):
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Теперь, применяя теорему о пределе произведения, получим:
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г) Прежде всего преобразуем основание данной степенно-показательной функции:
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Введем новую переменную
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Тогда
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Заметим, что предел функции t при 
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 равен нулю ( см. [1], гл.6. § 8), то есть 
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Следовательно,
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В конце мы воспользовались теоремой в пределе произведения, следствием теоремы о пределе сложной функции ([1], гл.6, следствие теоремы 3), вторым замечательным пределом ([1], гл.6, §10, формула 6.18) и непрерывностью в нуле функции 
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д) Разделим числитель и знаменатель дроби, стоящей под знаком предела, на x;
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и рассмотрим пределы в нуле числителя и знаменателя получившейся большой дроби:
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Используя, наконец, теорему о пределе частного, получим:
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е) Представим выражение под знаком предела в виде


[image: image55.wmf](

)

(

)

x

x

x

x

e

e

x

x

e

e

x

x

e

e

e

x

ctg

e

e

x

x

x

x

x

x

x

x

x

4

cos

4

sin

1

4

cos

4

sin

1

4

sin

4

cos

4

2

2

2

2

2

3

×

-

×

=

×

-

×

=

×

-

=

×

-

.

Легко находим:
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Для вычисления предела функции 
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Применяя теоремы о пределе произведения и частного, окончательно получаем:
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Варианты задачи 1
Найти предел:

	1. 
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Задача 2
Найти производную функции:
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Решение:

а) Функция представляет собой частное двух функций. Ее производная по правилу дифференцирования частного ([1], гл. 7, § 13, формула (6)) равна:
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Выражение 
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Производная 
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Производную функции 
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Собирая все результаты, получим:
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б) Преобразуем нашу функцию:
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Это сложная функция. Взяв за аргумент 
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Снова, применяя формулу 
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Окончательно получим:
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в) Наша функция есть сложная логарифмическая, в которой аргументом является выражение 
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Далее нам нужно найти производную частного двух функций ([1], гл. 7, § 13, формула (6)). По формуле 
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Окончательно получим:
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 ([1], гл. 7, § 13, формула (20)), приняв за аргумент выражение 
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Воспользовавшись формулой производной для частного двух функций и делая необходимые преобразования, получим:
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Варианты задачи 2
Найти производные функций:
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Задача 3
Вычислить приближенное значение функции 
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Решение:
Если приращение аргумента 
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 достаточно мало по абсолютной величине, то приращение функции 
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 приближенно равно дифференциалу функции df. Поэтому справедлива формула (8.15) параграфа 4 главы 8 из [1]:
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Для вычисления приближенного значения функции 
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Подставив в формулу (8.15), получим:
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Варианты задачи 3
Вычислить приближенное значение функции 
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, заменив приращение функции в точке 
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ее дифференциалом.
Значения параметров a, b, c и значения 
[image: image281.wmf]1
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 даны в таблице.

	Вариант
	a
	b
	c
	
[image: image282.wmf]1
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	1. 
	20
	1
	21
	0,001

	2. 
	19
	2
	21
	0,002

	3. 
	18
	3
	21
	0,003

	4. 
	17
	4
	21
	0,004

	5. 
	16
	5
	21
	0,005

	6. 
	15
	6
	21
	0,006

	7. 
	14
	7
	21
	0,007

	8. 
	13
	8
	21
	0,008

	9. 
	12
	9
	21
	0,009

	10. 
	11
	10
	21
	0,010

	11. 
	10
	11
	21
	0,011

	12. 
	9
	12
	21
	0,012

	13. 
	8
	13
	21
	0,013

	14. 
	7
	14
	21
	0,014

	15. 
	6
	15
	21
	0,015

	16. 
	5
	16
	21
	0,016

	17. 
	4
	17
	21
	0,017

	18. 
	3
	18
	21
	0,018

	19. 
	2
	19
	21
	0,019

	20. 
	1
	20
	21
	0,020


Задача 4
Исследовать функцию 
[image: image283.wmf]3
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 и построить ее график.

Решение:
1. Область определения данной функции – вся числовая ось, то ест интервал 
[image: image284.wmf](

)

+¥

¥

-

,

, так как выражение
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в правой части аналитического задания функции имеет смысл при любом действительном х.

2. Как элементарная функция данная функция является непрерывной в каждой точке своей области определения ([1], гл. 6, § 3, следствие 1 теорем 1 и 2), то есть в каждой точке числовой оси.

3. Найдем все асимптоты графика данной функции.

Вертикальных асимптот график данной функции 
[image: image286.wmf](
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 не имеет, поскольку последняя непрерывна на всей числовой оси ([1], гл. 9, § 7, стр. 138 и гл. 6, формула (6.4)).

Для отыскания наклонной асимптоты при 
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 вычислим следующие два предела 
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Если оба они существуют и конечны, то прямая 
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 является наклонной асимптотаой при 
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 графика функции 
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 ([1], гл. 9, § 7, стр. 139).

Прежде чем обращаться к вычислению указанных пределов, напомним тождество
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из которого следует, что при 
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Приступая к вычислению первого предела, разделим числитель и знаменатель дроби на 
[image: image299.wmf]2
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, затем воспользуемся равенством (1) и основными свойствами предела:
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Для вычисления второго предела разделим числитель и знаменатель дроби на x и, действуя далее аналогично тому, как и при вычислении первого предела, получим:
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Следовательно, прямая y = 5 является наклонной асимптотой графика данной функции при 
[image: image302.wmf]+¥
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 (поскольку угловой коэффициент k этой прямой равен нулю, то такую наклонную асимптоту называют также горизонтальной при 
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Для отыскания наклонной асимптоты при 
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 вычислим пределы
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Если оба они существуют и конечны, то прямая 
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 является наклонной асимптотой при 
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 ([1], гл. 9, § 7, стр. 139).

Для вычисления этих пределов используем те же приемы, что и выше, учитывая только на сей раз вместо равенства (1) равенство (2). Теперь в частности, для отрицательных значений аргумента имеем: 

[image: image309.wmf]2

2

2

2

2

2

3

1

3

3

3

x

x

x

x

x

x

x

+

-

=

+

-

=

-

+

=

+

,
и следовательно, 
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, то есть наклонной (горизонтальной) асимптотой при 
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 на сей раз является прямая y = –5 . Изобразим пунктиром найденные асимптоты на предварительном чертеже (рис. 2). 

[image: image313]
Рис. 2
4. Найдем точки пересечения графика данной функции с осями координат и установим участки ее знакопостоянства.

Для отыскания абсцисс точек пересечения графика с осью ОХ решим уравнение
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Его единственным решением, очевидно, является 
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. Причем в силу положительности знаменателя при любом x ясно, что
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Таким образом точка А(–1,8 ; 0) является единственной точкой пересечения графика функции с осью ОХ, а для х из интервалов 
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 соответствующие точки графика функции расположены, соответственно, ниже и выше оси абсцисс.

Точка пересечения графика функции 
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 с осью OY – это всегда точка 
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, если только нуль входит в область определения функции. В нашем случае такой точкой является 
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Полученные в результате исследования точки А и В изобразим на предварительном чертеже (рис.2).

5. Приступим теперь к отысканию точек экстремума данной функции и участков ее монотонности.
Вычислим сначала ее производную:
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Решая уравнение 
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, получим единственный корень производной:
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Таким образом, необходимое условие экстремума ([1], гл. 9, § 2, теорема Ферма) выполняется лишь в точке 
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. Эта точка разбивает ось абсцисс на два интервала
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знакопостоянства производной. Для определения знака производной в каждом интервале (пользуясь ее непрерывностью) определим знак производной в одной какой-либо точке каждого интервала. Так как
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то заключаем, что функция возрастает на интервале 
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 и убывает на интервале 
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, и значит точка 
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 является точкой максимума данной функции ([1], гл. 9, § 4, теорема 1). Значение функции в этой точке (то есть максимум функции) равно
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Отметим на чертеже вершину 
[image: image338.wmf](
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 графика данной функции (рис. 2).

6. Наконец, обратимся к исследованию данной функции на выпуклость, вогнутость и существование точек перегиба.

С этой целью найдем производную второго порядка данной функции:
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Решая затем уравнение 
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, эквивалентное квадратному уравнению 
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которые разбивают область определения функции на три интервала знакопостоянства второй производной: 
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. Для определения знака производной второго порядка в каждом из этих интервалов определим ее знак в какой-либо точке соответствующего интервала:
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Из полученных неравенств вытекает, что график функции является выпуклым на интервале 
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 и вогнутым на интервалах 
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 ([1], гл. 8, § 6, теорема 1), и значит точки
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,
согласно определению ([1], гл. 8, § 6, стр. 137), являются точками перегиба графика данной функции. Осталось найти ординаты этих точек:
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Точки D и E также отметим на рис. 2.

Учитывая результаты полного исследования, соединим непрерывной кривой все ранее отмеченные точки предварительного чертежа так, чтобы эта кривая слева и справа неограниченно приближалась к асимптотам:
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,
соответственно (рис.3).

[image: image360]
Рис. 3
Варианты задачи 4
Исследовать функцию 
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Задача 5
Найти 
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 функция 
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. Написать уравнение линий уровня 
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. Найти grad z в точке 
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Решение:
Учитывая формулы (10.4) и (10.6) §2 главы 10 [1] и обычные правила дифференцирования функции одной переменной, находим частые производные первого порядка. При этом следует помнить, что при вычислении частной производной по x, мы считаем y постоянной. Аналогично, при нахождении частной производной по y считаем x постоянной.
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Теперь найдем частные производные второго порядка:
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Запишем уравнения линий уровня. Как известно (стр.239 [1]), линии уровня образуют на плоскости семейство параллельных кривых, на каждой из которых функция принимает постоянное значение 
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 уравнение линии уровня:
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При переходе одной линии уровня к другой значение функции изменяется. Направление возрастания функции указывает вектор
grad 
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Найдем направление градиента в точке
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Поэтому   grad 
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Варианты задачи 5
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Задача 6
Найти неопределенные интегралы
	а) 
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Решение:
а) Представим подынтегральную функцию в виде алгебраической суммы трёх слагаемых. Для этого разделим почленно числитель на знаменатель:
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Неопределённый интеграл алгебраической суммы функций равен алгебраической сумме неопределённых интегралов этих функций (теорема 4 § 2 главы 11 [1]). Пользуясь этим свойством неопределённого интеграла и соответствующими формулами(11.7) и (11.8) § 3 главы 11 [1], получим:
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б) При нахождении этого интеграла воспользуемся методом подстановки. Введём новую переменную 
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(формула (8.6) § 1, главы 8 [1]). Отсюда 
[image: image466.wmf]dt

xdx

2

1

=

.

По формуле(11.17) § 5 главы 11 [1] имеем:
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в) Для вычисления этого интеграла преобразуем подынтегральную функцию следующим образом:
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Поэтому
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Сделаем замену 
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г) Для нахождения этого интеграла воспользуемся формулой интегрирования по частям:
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(формула (11.27) § 6 главы 11 [1]).
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Подставив значения 
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 в формулу интегрирования по частям, получаем:
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Варианты задачи 6
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Задача 7
Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 

 и 
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Решение:
Чтобы наглядно представить фигуру, площадь которой надо найти, начертим графики функций 
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Рис.4

Для построения параболы 

 определим координаты ее вершины и точек пересечения с осями координат. Выделив полный квадрат 
[image: image570.wmf](
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,
 получим координаты вершины параболы 
. Ветви параболы направление вверх, так как коэффициент при 
, равный 1, положителен. Точки пересечения параболы с осью абсцисс найдём, решив квадратное уравнение 
. Корни этого уравнения 
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Получили точки , 
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. Точка пересечения с осью ординат находится при 
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. Эта точка совпадает с точкой А. Для построения второй параболы 
 необходимо провести аналогичные действия. Получим вершину 
 и точки 
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. Ветви этой параболы направлены вниз, так как коэффициент при 
 отрицателен. На рисунке 4 построены обе параболы. Заштрихованная часть плоскости является фигурой, площадь которой надо найти. Для определения абсцисс точек пересечения парабол решим уравнение 
или 
, откуда 

, 
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Площадь фигуры вычисляем по формуле 
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(формула (12.27) § 6 главы 12 [1]). 

В нашем случае 
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Поэтому
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Для вычисления определенного интеграла применяется формула Ньютона-Лейбница:
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где 
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 - первообразная подынтегральной функции 
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 (формула (12.1) § 1 главы 12 [1]).
Окончательно 
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Варианты задачи 7
Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 
[image: image622.wmf]bx
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	Номер
	a
	b
	c
	d

	1. 
	1
	-1
	-1
	3

	2. 
	2
	1
	-1
	7

	3. 
	-1
	-5
	1
	1

	4. 
	1/2
	1
	-1
	4

	5. 
	-1
	1
	1/2
	-2

	6. 
	-2
	4
	1/2
	-1

	7. 
	-1
	2
	2
	-4

	8. 
	1
	-4
	-2
	2

	9. 
	-1/2
	2
	1
	-1

	10. 
	2
	-2
	-1/2
	3

	11. 
	1
	1
	-1
	5

	12. 
	-1
	4
	3
	-4

	13. 
	3
	-3
	-1
	5

	14. 
	1/2
	1
	-3
	8

	15. 
	-2
	3
	1
	-3

	16. 
	1
	-1
	-2
	5

	17. 
	-3
	6
	1
	-2

	18. 
	3
	-5
	-1/2
	2

	19. 
	3
	-6
	-2
	4

	20. 
	-2
	7
	3
	-3


Задача 8
Найдите решение дифференциального уравнения 
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e

y

y

y

2

3

4

-

=

+

¢

+

¢

¢

, удовлетворяющее начальным условиям: 
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Решение:

В соответствии с теоремой 2 § 1 главы 14 книги [1] общее решение данного неоднородного линейного уравнения есть сумма его частного решения и общего решения соответствующего ему линейного однородного дифференциального уравнения 
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Ищем общее решение однородного уравнения. В соответствии с формулами 14.8-14.10 из § 2 главы 14 книги [1] это решение записывается в виде 
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 данного уравнения 
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. В нашем случае 
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, значит, общее решение однородного уравнения имеет вид: 
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Найдем частное решение неоднородного уравнения. Согласно п.2 § 3 главы 14 книги [1], поскольку правая часть данного уравнения содержит в показателе степени коэффициент (-2), не являющийся корнем характеристического уравнения, частное решение следует искать в виде: 
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[image: image643.wmf]x

de

y

2

/

1

2

-

-

=

, 
[image: image644.wmf]x

de

y

2

//

1

4

-

=

, подставив значения 
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 в данное уравнение, получим равенство 
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, откуда 
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Таким образом, общее решение данного дифференциального уравнения имеет вид
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Найдем то решение, которое удовлетворяет данным начальным условиям. Так как 
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, то решая систему уравнений: 
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Следовательно, 
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 - искомое решение.

Варианты задачи 8
Найдите решение дифференциального уравнения 
[image: image660.wmf]kx
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, удовлетворяющее начальным условиям: 
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	Вариант
	a
	b
	c
	k
	p
	q

	1. 
	6
	1
	-1
	2
	3
	2

	2. 
	10
	7
	1
	0,5
	1
	1

	3. 
	4
	8
	3
	3
	0
	5

	4. 
	1
	7
	6
	5
	3
	1

	5. 
	1
	5
	4
	1
	1
	2

	6. 
	3
	5
	2
	4
	3
	8

	7. 
	4
	7
	3
	1
	2
	2

	8. 
	8
	9
	1
	3
	3
	5

	9. 
	2
	5
	3
	8
	6
	2

	10. 
	4
	9
	5
	4
	3
	2

	11. 
	6
	11
	5
	3
	2
	1

	12. 
	3
	7
	4
	3
	0
	3

	13. 
	5
	8
	3
	2
	4
	2

	14. 
	6
	13
	7
	3
	4
	2

	15. 
	2
	9
	7
	5
	4
	2

	16. 
	4
	11
	7
	4
	0
	3

	17. 
	7
	8
	1
	4
	5
	2

	18. 
	8
	13
	5
	3
	1
	0

	19. 
	5
	9
	4
	3
	1
	4

	20. 
	3
	7
	4
	2
	3
	2


Задача 9
Вычислите приближенно sin0,9 , используя разложение функции 
[image: image663.wmf]x
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=

 в ряд Маклорена, взяв два первых члена разложения; оцените погрешность вычислений.

Решение:

Поскольку 
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 (формула 16.20 § 4 гл. 16 [1]), подставив 
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 в эту формулу и ограничившись двумя первыми членами разложения, получим: 
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Данный ряд Маклорена удовлетворяет условиям следствия признака Лейбница (§ 6 главы 15 [1]), поэтому допущенная при вычислениях погрешность не превосходит абсолютной величины первого отброшенного члена ряда, 
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, откуда 
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Варианты задачи 9
Вычислите приближенно 
[image: image669.wmf](
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 в ряд Маклорена, взяв два первых члена разложения; оцените погрешность вычислений.
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