Задания к контрольной работе 
по дисциплине «Математическая теория принятия решений»
1. Общие указания. Контрольная работа должна быть выполнена в отдельной тетради в клетку с полями для пометок. Текст работы пишется разборчиво от руки чернилами одного цвета. При выполнении заданий необходимо полностью привести их условие. Задания, в которых даны лишь ответы без решений, будут считаться нерешенными. Контрольные работы другого варианта не засчитываются. Работа должна быть выполнена аккуратно, чисто, без помарок.
Контрольная работа должна быть выполнена, оформлена и сдана студентом для проверки до начала сессии.
Каждый студент выполняет свой вариант контрольной работы. Номер варианта определяется последней цифрой зачетной книжки или студенческого билета. Если последней цифрой является ноль, то выполняется десятый вариант.

2. Варианты заданий.
Задача 1.
Вариант 1. Известно, что содержание трех питательных веществ А, В и С в рационе должно быть не менее 80, 60 и 30 единиц соответственно. Указанные питательные вещества содержат три вида продуктов. Содержание единиц питательных веществ в одном килограмме каждого из видов продуктов приведено в таблице.
	Питательные вещества
	Количество единиц питательных веществ

	
	I
	II
	III

	A
	1
	4
	3

	B
	2
	4
	2

	C
	2
	1
	3

	Цена 1 кг продукта
	10
	12
	8


Составьте модель линейного программирования, позволяющую определить дневной рацион, обеспечивающий получение необходимого количества питательных веществ, при минимальных денежных затратах.

Вариант 2. Торговое предприятие реализует 4 группы товаров (А, В, С и D). Нормы затрат ресурсов на каждый тип товаров, лимиты ресурсов, а также доход на единицу каждой продукции заданы в таблице. Составьте модель линейного программирования, позволяющую определить плановый объем продаж и структуру товарооборота так, чтобы доход торгового предприятия был максимален.
	Виды ресурсов
	Нормы затрат ресурсов на 1 ед. товара
	Лимит ресурсов

	
	Группа A
	Группа B
	Группа C
	Группа D
	

	Рабочее время продавцов, чел.-час.
	0,2
	1,2
	3
	0,8
	1400

	Площадь торговых залов, м2
	0,5
	0,2
	0,1
	0,05
	200

	Площадь складских помещений, м2
	3
	0,5
	1
	2
	1000

	Накладные расходы, руб.
	5
	7
	4
	8
	800

	Доход на ед. продукции, руб. 
	4
	5
	3
	4
	


Вариант 3. Предприятие может работать по пяти технологическим процессам (Т1, Т2, Т3, Т4 и Т5), причем количество единиц выпускаемой продукции по разным технологическим процессам за 1 ед. времени соответственно равно 300, 260, 320, 400 и 450 шт. В процессе производства учитываются следующие факторы: сырье, электроэнергия, зарплата и накладные расходы. Затраты соответствующих факторов при работе по разным технологическим процессам в течение 1 ед. времени указаны в нижеследующей таблице.
	Производственные факторы
	Затраты при различных технологиях
	Лимит

	
	Т1
	Т2
	Т3
	Т4
	Т5
	

	Сырье
	15
	18
	12
	14
	20
	5000

	Электроэнергия
	0,2
	0,3
	0,25
	0,15
	0,25
	400

	Оплата труда
	60
	50
	80
	60
	70
	16000

	Накладные расходы
	15
	18
	20
	10
	19
	10000


Составьте модель линейного программирования, позволяющую найти программу максимального выпуска продукции.

Вариант 4. Ресторан «Охотник» обслуживает обедами близлежащие коммерческие предприятия, приготавливая первые и вторые блюда.

Известны затраты на производство, доставку, накладные расходы производства и товарооборот для каждого блюда, см. таблицу. Плановый фонд ресурсов следующий: затраты на производство не должны превышать 850 чел.-час; на доставку потребителям - 1200 чел.-час; накладные расходы должны быть не более 2100 руб. и план товарооборота 5800 руб. Известна также доля дохода от каждого блюда.

Составьте модель линейного программирования, позволяющую найти, какое количество каждого вида блюд надо выпускать при заданных ограничениях, чтобы обеспечить максимум дохода ресторана.
	Ресурсы
	Нормы затрат на 100 блюд

	
	1-е блюдо
	2-е мясное
	2-е рыбное
	2-е овощное
	прочее

	Затраты труда на производство, чел.-час.
	3,4
	5
	38
	2,6
	23

	Затраты труда на доставку, чел.-час.
	2,1
	5,2
	5,1
	2,8
	3

	Накладные расходы, руб.
	6,4
	8,5
	8,4
	10
	6,1

	Товарооборот, руб.
	25
	37
	23
	22
	20

	Доход, руб. 
	1,5
	3,0
	5,4
	0,8
	1,2


Вариант 5. Издательский дом «ОНИКС» издает три журнала: «Сделай сам», «Дом в деревне» и «Садовник», которые печатаются в трех типографиях: «Типография №1», «Полиграф» и «АПН», где общее количество часов, отведенное для печати, и производительность печати одной тысячи экземпляров, ограничены и представлены в таблице.

Спрос на журнал «Сделай сам» составляет 15. тыс. экз., на «Дом в деревне» — 8,5 тыс. экз., а на журнал «Садовник» — не более 18 тыс. экз. в месяц.
	Типография
	Время печати 1000 экз.
	Ресурс времени, отве-денный типографией, час.

	
	«Сделай сам»
	«Дом в деревне»
	«Садовник»
	

	Типография №1
	6
	12
	8
	142

	Полиграф
	4
	6
	9
	94

	АПН
	8
	4
	6
	70

	Оптовая цена, руб./шт.
	20
	25
	28
	


Составьте модель линейного программирования, позволяющую определить оптимальное количество издаваемых журналов, которые обеспечат максимальную выручку от продажи.
Вариант 6. Для выпуска четырех видов продукции требуются затраты сырья, рабочего времени и оборудования. Исходные данные приведены в таблице.
	Тип ресурсов
	Нормы затрат ресурсов на единицу продукции
	Наличие ресурсов

	
	1
	2
	3
	4
	

	Сырье, кг
	6
	5
	3
	2
	80

	Рабочее время, час
	15
	12
	8
	10
	100

	Оборудование, ед.
	5
	3
	2
	4
	70

	Прибыль на единицу продукции, руб. 
	30
	10
	20
	15
	


Составьте модель линейного программирования, позволяющую определить, сколько каждого вида продукции следует выпустить, чтобы общая стоимость выпускаемой продукции была максимальной.

Вариант 7. Фирма производит три вида красок: только для внутренних (В), только для наружных (Н) работ и стандартную (С) как для внешних, так и для внутренних работ. Для изготовления красок используют исходные продукты: пигмент и олифу. Расходы исходных продуктов и максимальные суточные запасы приведены в таблице.
	Исходный продукт
	Расход исходных продуктов на 1 т краски
	Суточный запас, т

	
	Краска Н
	Краска В
	Краска С
	

	Пигмент
	1
	2
	2
	12

	Олифа
	2
	1
	2
	8


Изучение рынка сбыта показало, что суточный спрос на краску для внутренних работ никогда не превышает 4 ц в сутки. Цена продажи 1 ц краски для наружных работ — 30 ден. ед., для внутренних работ — 40 ден. ед., а стандартной — 35 ден. ед.

Составьте модель линейного программирования, позволяющую определить какое количество краски каждого вида должна производить фирма, чтобы доход от реализации продукции был максимальным? 

Вариант 8. Хладокомбинат производит три типа мороженого «Эскимо», «Фунтик» и «Пломбир». Для производства 1 т «Эскимо» требуется 0,2 ч работы оборудования, для мороженого «Фунтик» — 0,3 ч, а для мороженого «Пломбир» — 0,25 ч. Расход специального ингредиента на них составляет 0,02 т, 0,03 т и 0,04 т на 1 т соответственно. Ежедневно в распоряжении комбината — 16 т специального ингредиента и 24 ч работы оборудования. Доход от продажи 1 т мороженого «Эскимо» составляет 2,5 тыс. руб., мороженого «Фунтик» — 3,5 тыс. руб., а мороженого «Пломбир» — 3,1 тыс. руб.

Составьте модель линейного программирования, позволяющую определить ежедневный план производства мороженого каждого вида, обеспечивающий максимальный доход от их продажи.
Вариант 9. По предписанию врача пациенту необходимо перейти на диету и за сезон употребить определенное количество питательных веществ, содержащихся в фруктах (см. таблицу)
	Вещества
	Содержание питательных веществ
	Нормы потребления, г

	
	Яблоки
	Смородина
	Клубника
	

	Р1
	3
	2
	1
	30

	Р2
	1
	2
	4
	40

	Р3
	0
	5
	0
	60

	Р4
	0
	1
	1
	70

	Р5
	2
	4
	1
	50

	Цена, руб. за 1 кг
	30
	40
	60
	


Составьте модель линейного программирования, позволяющую определить какое количество фруктов каждого вида необходимо купить за сезон, чтобы выполнить предписание врача.

Вариант 10. Составьте модель линейного программирования, позволяющую определить дешевый вариант 1 т кормовой смеси в соответствии с требованиями, представленными в таблице:
	Питательные вещества
	Содержание вещества, %
	Содержание питательных веществ, т

	
	
	Люцерновая мука
	Сухая барда
	Рыбная мука
	Соевый шрот

	Белок
	Не менее 35
	17
	25
	60
	45

	Жиры
	Не менее 1,5
	2
	5
	7
	0,5

	Клетчатка
	Не более 8
	25
	3
	1
	6,5

	Вес, т
	1
	1
	1
	1
	1

	Стоимость 1 т, руб.
	
	70
	90
	150
	100


Задача 2.

Используя графический метод, найти решение следующей задачи линейного программирования:
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Значения параметров a, b, c приведены в таблице:

	№
варианта
	a
	b
	c
	
	
	№

варианта
	a
	b
	c

	1
	1
	5
	9
	
	
	6
	1/2
	7
	6

	2
	5/4
	4
	6
	
	
	7
	2/3
	8
	8

	3
	1/2
	7
	8
	
	
	8
	5/2
	4
	7

	4
	7/4
	8
	7
	
	
	9
	3/4
	5
	8

	5
	7/2
	6
	9
	
	
	10
	2
	6
	7


Задача 3.

Ниже приведена таблица, в которой указаны запасы 
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); величины сij указаны в некоторых денежных единицах. Составьте оптимальный план перевозок – такой, чтобы все потребности были удовлетворены и при этом стоимость всех перевозок была возможно меньшей. 

	Поставщики
	Потребители
	Запасы

	
	В1
	В2
	В3
	

	А1
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	А2
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	А3
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	Итого


Вариант 1.
	5
	9
	3
	50

	6
	1
	2
	45

	5
	4
	7
	105

	90
	25
	85
	200


Вариант 2.
	4
	3
	5
	30

	7
	8
	8
	70

	3
	1
	2
	100

	60
	90
	50
	200


Вариант 3.
	3
	7
	1
	30

	7
	1
	2
	80

	3
	4
	1
	90

	45
	50
	105
	200


Вариант 4.
	4
	8
	2
	25

	7
	1
	2
	85

	4
	3
	6
	90

	45
	105
	50
	200


Вариант 5.
	1
	2
	3
	110

	8
	5
	4
	40

	3
	1
	6
	50

	100
	30
	70
	200


Вариант 6.
	8
	4
	1
	105

	2
	1
	7
	45

	4
	1
	3
	50

	80
	90
	30
	200


Вариант 7.
	3
	5
	7
	40

	8
	1
	3
	30

	1
	5
	8
	40

	35
	60
	15
	110


Вариант 8.
	3
	2
	1
	30

	4
	5
	8
	70

	6
	1
	3
	100

	50
	110
	40
	200


Вариант 9.
	1
	4
	5
	45

	3
	4
	9
	65

	2
	1
	8
	30

	40
	60
	40
	140


Вариант 10.
	7
	2
	4
	25

	2
	1
	5
	95

	1
	8
	3
	80

	35
	75
	90
	200


Задача 4.

Вариант 1. Шесть экспертов оценивали по 20-бальной шкале степень риска проезда на 7 видах транспорта. Результаты экспертов представлены в таблице. По данным этих оценок по критериям Лапласа и Вальда выявить самые безопасные виды транспорта.

	Вид транспорта
	Эксперт

	
	Э1
	Э2
	Э3
	Э4
	Э5
	Э6

	Воздушный
	9
	5
	10
	7
	9
	8

	Железнодорожный
	5
	5
	6
	7
	5
	4

	Водный
	8
	7
	11
	7
	9
	6

	Автомобильный
	15
	12
	13
	10
	12
	14

	Мотоцикл
	19
	15
	14
	8
	10
	12

	Велосипед
	5
	14
	7
	7
	7
	6

	Метро
	10
	8
	9
	7
	5
	11


Вариант 2. Десять экспертов оценивали по 10-бальной шкале модели летних шин для автомобилей, учитывая их тормозной путь, надежность управления автомобилем на прямой и на поворотах, поперечные сцепные свойства, цену и др. по минимуму затрат. Результаты экспертов представлены в таблице. По данным этих оценок по критериям Лапласа и Вальда выбрать наиболее удачную модель.

	Вид модели
	Эксперт

	
	Э1
	Э2
	Э3
	Э4
	Э5
	Э6
	Э7
	Э8
	Э9
	Э10

	Barum Bravuris
	9
	9
	8
	9
	8
	8
	7
	7
	6
	9

	Continental PC
	9
	8
	8
	10
	10
	10
	10
	9
	8
	9

	Danlop SP
	8
	8
	7
	6
	6
	6
	9
	8
	8
	5

	Goodyear EV
	9
	9
	10
	10
	10
	9
	7
	8
	10
	8

	Michelin Energy
	9
	7
	6
	9
	8
	7
	9
	9
	10
	7

	Nokian NRH2
	8
	8
	7
	10
	9
	7
	9
	9
	8
	6

	Pirelli P6
	10
	8
	8
	8
	9
	10
	8
	10
	10
	9


Вариант 3. На Новый год в детский сад хотят поставить наборы подарков, производимых 5 фабриками. При выборе фабрики руководствуются экспертными оценками о стоимости подарков, приведенными в таблице. С какой из фабрик следует заключить договор о поставке наборов подарков, обеспечивая минимальную их стоимость, по критериям Лапласа и Вальда.
	Фабрика
	Экспертные оценки

	
	Э1
	Э2
	Э3
	Э4
	Э5
	Э6

	№1
	20
	25
	18
	15
	21
	16

	№2
	25
	24
	18
	10
	24
	15

	№3
	15
	28
	20
	12
	19
	18

	№4
	9
	21
	22
	18
	20
	17

	№5
	18
	26
	20
	20
	15
	22


Вариант 4. Автомобильная компания планирует вопрос о поставке автомобилей на рынок. Составлена смета расходов на закупку автомобилей в квартал и рассчитан ожидаемый доход в зависимости от удовлетворения автолюбителей. В зависимости от принятого решения - покупки автомобилей в квартал и величины прогнозируемого спроса на автомобили составлена следующая таблица ежегодных финансовых результатов компании (доход, тыс. усл. ед.). Проведите оценку по критериям Лапласа и Вальда. 
	Количество автомашин, продаваемых в квартал, шт.
	Оценка прогнозируемой величины

	
	10
	20
	30
	40
	50
	60

	20
	200
	250
	200
	150
	300
	280

	30
	210
	240
	240
	180
	250
	270

	40
	190
	300
	210
	200
	250
	330

	50
	170
	320
	150
	170
	200
	290

	60
	150
	180
	120
	160
	210
	230


Вариант 5. Имеются четыре варианта (проекта) оснащения предприятия современным техническим оборудованием 
[image: image28.wmf]i

R

, 
[image: image29.wmf]4

,

1

=

i

. Определена экономическая эффективность 
[image: image30.wmf]ji
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 каждого варианта (как некоторое состояние природы) в зависимости от рентабельности производства в четырех кварталах, см. таблицу. Требуется выбрать лучший проект по оснащению предприятия, используя критерии Лапласа и Вальда.
	Варианты оснащения
	Состояние природы

	
	1
	2
	3
	4
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R


	8
	15
	12
	11

	
[image: image32.wmf]2

R


	10
	12
	14
	15

	
[image: image33.wmf]3

R


	6
	8
	13
	14

	
[image: image34.wmf]4

R


	5
	10
	15
	12


Вариант 6. Шесть экспертов оценивали по 20-бальной шкале степень риска проезда на 7 видах транспорта. Результаты экспертов представлены в таблице. По данным этих оценок по критериям Гурвица и Сэвиджа выявить самые безопасные виды транспорта. Для критерия Гурвица взять α=0,4.

	Вид транспорта
	Эксперт

	
	Э1
	Э2
	Э3
	Э4
	Э5
	Э6

	Воздушный
	9
	5
	10
	7
	9
	8

	Железнодорожный
	5
	5
	6
	7
	5
	4

	Водный
	8
	7
	11
	7
	9
	6

	Автомобильный
	15
	12
	13
	10
	12
	14

	Мотоцикл
	19
	15
	14
	8
	10
	12

	Велосипед
	5
	14
	7
	7
	7
	6

	Метро
	10
	8
	9
	7
	5
	11


Вариант 7. Десять экспертов оценивали по 10-бальной шкале модели летних шин для автомобилей, учитывая их тормозной путь, надежность управления автомобилем на прямой и на поворотах, поперечные сцепные свойства, цену и др. по минимуму затрат. Результаты экспертов представлены в таблице. По данным этих оценок по критериям Гурвица (α=0,6) и Сэвиджа выбрать наиболее удачную модель.

	Вид модели
	Эксперт

	
	Э1
	Э2
	Э3
	Э4
	Э5
	Э6
	Э7
	Э8
	Э9
	Э10

	Barum Bravuris
	9
	9
	8
	9
	8
	8
	7
	7
	6
	9

	Continental PC
	9
	8
	8
	10
	10
	10
	10
	9
	8
	9

	Danlop SP
	8
	8
	7
	6
	6
	6
	9
	8
	8
	5

	Goodyear EV
	9
	9
	10
	10
	10
	9
	7
	8
	10
	8

	Michelin Energy
	9
	7
	6
	9
	8
	7
	9
	9
	10
	7

	Nokian NRH2
	8
	8
	7
	10
	9
	7
	9
	9
	8
	6

	Pirelli P6
	10
	8
	8
	8
	9
	10
	8
	10
	10
	9


Вариант 8. На Новый год в детский сад хотят поставить наборы подарков, производимых 5 фабриками. При выборе фабрики руководствуются экспертными оценками о стоимости подарков, приведенными в таблице. С какой из фабрик следует заключить договор о поставке наборов подарков, обеспечивая минимальную их стоимость, по критериям Гурвица (α=0,5) и Сэвиджа.
	Фабрика
	Экспертные оценки

	
	Э1
	Э2
	Э3
	Э4
	Э5
	Э6

	№1
	20
	25
	18
	15
	21
	16

	№2
	25
	24
	18
	10
	24
	15

	№3
	15
	28
	20
	12
	19
	18

	№4
	9
	21
	22
	18
	20
	17

	№5
	18
	26
	20
	20
	15
	22


Вариант 9. Автомобильная компания планирует вопрос о поставке автомобилей на рынок. Составлена смета расходов на закупку автомобилей в квартал и рассчитан ожидаемый доход в зависимости от удовлетворения автолюбителей. В зависимости от принятого решения - покупки автомобилей в квартал и величины прогнозируемого спроса на автомобили составлена следующая таблица ежегодных финансовых результатов компании (доход, тыс. усл. ед.). Проведите оценку по критериям Гурвица (α= 0,3) и Сэвиджа.
	Количество автомашин, продаваемых в квартал, шт.
	Оценка прогнозируемой величины

	
	10
	20
	30
	40
	50
	60

	20
	200
	250
	200
	150
	300
	280

	30
	210
	240
	240
	180
	250
	270

	40
	190
	300
	210
	200
	250
	330

	50
	170
	320
	150
	170
	200
	290

	60
	150
	180
	120
	160
	210
	230


Вариант 10. Имеются четыре варианта (проекта) оснащения предприятия современным техническим оборудованием 
[image: image35.wmf]i
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. Определена экономическая эффективность 
[image: image37.wmf]ji

V

 каждого варианта (как некоторое состояние природы) в зависимости от рентабельности производства в четырех кварталах, см. таблицу. Требуется выбрать лучший проект по оснащению предприятия, используя критерии Гурвица (α= 0,7) и Сэвиджа.
	Варианты оснащения
	Состояние природы

	
	1
	2
	3
	4
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3. Примеры выполнения заданий.

Задача 1 - Задача2.*
* В данном примере рассматривается составление модели линейного программирования (Задача 1) и графический метод ее решения (Задача 2).
На трех станках обрабатываются детали двух видов (А и Б), причем каждая деталь проходит обработку на всех станках. Известно время обработки деталей на каждом станке, время работы станков в течение одного цикла производства и прибыль от продажи одной детали каждого вида (данные приведены в таблице). Составить план производства, обеспечивающий наибольшую прибыль. 

	Станки
	Время обработки

деталей (час)
	Время работы станка за цикл производства (час)

	
	А
	Б
	

	I
	1
	2
	16

	II
	1
	1
	10

	III
	3
	1
	24

	Прибыль на однудеталь (тыс. руб.)
	4
	2
	


Решение:

Обозначим через 
[image: image42.wmf]1
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 и 
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количество единиц деталей видов А и Б, планируемое к выпуску. Тогда время обработки 
[image: image44.wmf]1
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 деталей вида А на первом станке составляет 
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 деталей вида Б соответственно 
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. Следовательно, суммарное время работы станка I для изготовления планируемого количества деталей равно 
[image: image48.wmf],
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 и оно ограничено 16 часами работы этого станка в течение одного цикла производства. Поэтому должно выполняться следующее неравенство: 
[image: image49.wmf].
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 Для остальных станков (II и III) аналогично составляются неравенства: 
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Кроме того, очевидно, что по смыслу определения введенных величин 
[image: image52.wmf]1
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 и 
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, должны выполняться неравенства: 
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Объединим полученные неравенства в систему, которая называется система ограничений задачи:
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Любое решение 
[image: image56.wmf])
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 системы ограничений называется допустимым планом выпуска продукции или допустимым планом задачи. 

Прибыль от реализации 
[image: image57.wmf]1
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 единиц деталей вида А равна 
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, а прибыль от реализации 
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 единиц деталей вида Б равна 
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. Следовательно, суммарная прибыль от реализации продукции выпущенной согласно плану (
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Линейная функция двух переменных 
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 называется целевой функцией задачи. 
По условию задачи требуется найти такой план 
[image: image65.wmf])
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 при  котором прибыль была бы максимальной. 

Таким образом, построена математическая модель нашей задачи как задачи линейного программирования:
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Итак, необходимо среди допустимых планов задачи найти оптимальный 
[image: image68.wmf])
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, то есть такой план, при котором целевая функция принимает свое наибольшее значение.
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Область решений системы ограничений, то есть совокупность всех допустимых планов задачи, представляет собой выпуклый многоугольник на плоскости 
[image: image69.wmf]2
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. Для построения многоугольника нам необходимо последовательно построить области решений каждого из неравенств системы ограничений. Напомним, что областью решений линейного неравенства является полуплоскость. Построим область решений первого неравенства системы ограничений 
[image: image70.wmf]16
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Сначала построим прямую, заданную уравнением 
[image: image71.wmf]16
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, которая на рис. обозначена 1.

Для определения полуплоскости решений нашего неравенства возьмем произвольную точку плоскости, не лежащую на прямой 
[image: image72.wmf]16
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, например (0;0), и подставим ее координаты в неравенство 
[image: image73.wmf]16
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. В результате подстановки мы получили верное числовое неравенство 
[image: image74.wmf]16
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, а это означает, что начало координат лежит в полуплоскости решений нашего неравенства. Противоположную полуплоскость мы заштрихуем (см. рис.). 

Аналогично строим полуплоскость решений остальных неравенств системы ограничений, каждый раз заштриховывая «ненужную» полуплоскость (прямые 
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 обозначены 2 и 3)

Комментарий. Левая и нижняя полуплоскости вычеркиваются по смыслу двух последних неравенств (
[image: image77.wmf]0
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Продолжение решения. Незаштрихованная часть плоскости и представляет собой искомый многоугольник допустимых планов задачи (см. рис.). 

Теперь нужно среди точек построенного многоугольника найти такую, в которой целевая функция 
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 достигает максимального значения. Для этого построим прямую, заданную уравнением 
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, которая является линией нулевого уровня функции 
[image: image80.wmf])
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. Как известно, линии уровней линейной функции образуют на плоскости семейство параллельных прямых, на каждой из которых функция принимает постоянное значение. При переходе от одной линии уровня к другой значение функции изменяется.

Направление возрастания линейной функции 
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 указывает вектор с началом в точке 
[image: image82.wmf](
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 и концом в точке 
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, координаты которой равны коэффициентам при соответствующих переменных функции F. 

Для нахождения оптимального плана нужно «передвигать» линию нулевого уровня функции F параллельно самой себе в направлении указанном построенным вектором до точки ее «последней встречи» с многоугольником, которая и является оптимальным планом задачи. В нашем случае это вершина А многоугольника – точка пересечения прямых 2 и 3 . Координаты 
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 точки А найдем, решив систему уравнений: 
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Найден оптимальный план производства, по которому в течение одного цикла следует обрабатывать 7 деталей вида А и 3 детали вида Б. 

Найдем соответствующее значение целевой функции: 
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 (тыс. руб.)
Это максимальное значение функции цели на рассматриваемом многоугольнике допустимых планов
Комментарий. Если бы требовалось найти минимум функции F, то исходную линию нулевого уровня следовало бы передвигать до точки «первой встречи» с многоугольником или в направлении, противоположном вектору 
[image: image88.wmf].
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Как правило, задачи, в которых целевая функция представляет собой затраты производства, требуют минимизации этой функции.

Ответ. Для обеспечения максимальной прибыли от реализации готовой продукции предприятию необходимо обрабатывать 7 деталей вида А и 3 детали вида Б. При таком плане прибыль от реализации составит 34 тыс. грн. 

Задача 3.

Ниже приведена таблица, в которой указаны запасы 
[image: image89.wmf]i
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 некоторого груза у поставщиков 
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 потребности в этом грузе потребителей 
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 а также стоимости (тарифы) 
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перевозки единицы этого груза от каждого поставщика каждому потребителю (тариф сij означает стоимость перевозки единицы груза от поставщика 
[image: image97.wmf]i

A

потребителю 
[image: image98.wmf]j
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); величины сij указаны в некоторых денежных единицах. Составьте оптимальный план перевозок – такой, чтобы все потребности были удовлетворены и при этом стоимость всех перевозок была возможно меньшей. 

	Поставщики
	Потребители
	Запасы

	
	В1
	В2
	В3
	

	А1
	3
	4
	1
	70

	А2
	4
	1
	3
	40

	А3
	2
	2
	4
	80

	Потребности
	60
	90
	40
	Итого 190


Решение:
1. Составление начального плана перевозок 

а) Метод «Северо-западного угла».
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Заполним клетку 
[image: image99.wmf]11

a

 - «северо-западный угол» матрицы перевозок. В нее можно запланировать перевозку 60 единиц груза: потребность потребителя В1 равна 60 единицам, а у поставщика А1 имеется возможность поставить В1 весь требуемый груз (60 единиц из имеющихся 70). При этом 1-й столбец матрицы перевозок будет закрыт, а в первую строку останется в дальнейшем разместить перевозку 10 единиц груза. (рис.1)
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Заполняем «северо-западный угол» оставшейся незаполненной части таблицы – клетку 
[image: image100.wmf]12

a

. В нее можно запланировать перевозку 10 единиц груза, оставшихся у поставщика А1, потребителю В2, при этом все возможности А1 будут исчерпаны, а В2 надо будет поставить ещё 80 единиц груза; при этом 1-я строка матрицы перевозок будет закрыта – рис.2.
Снова заполняем «северо-западный угол» незаполненной части таблицы – клетку 
[image: image101.wmf]22

a

. В нее можно запланировать перевозку 40 единиц груза, имеющихся у поставщика А2, потребителю В2, при этом все возможности А2 будут исчерпаны, а В2 надо будет поставить ещё 40 единиц груза; 2-я строка матрицы перевозок будет закрыта – рис.3.
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 В оставшейся незаполненной части последней строки матрицы перевозок заполняем сначала «северо-западный угол» - клетку 
[image: image102.wmf]32

a

 (в нее ставим, естественно, 40 единиц груза и закрываем 2-й столбец), а затем оставшуюся клетку 
[image: image103.wmf]33

a

 (снова «северо-западный угол» оставшейся незаполненной части таблицы); получим план перевозок – рис.4.
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Подсчитаем стоимость затрат на перевозки по этому плану. Для этого объем перевозки, указанный в каждой заполненной клетке, надо умножить на тариф этой клетки и сложить полученные произведения:
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Комментарий. Метод «северо-западного угла» очень простой, но никак не учитывает стоимость перевозок. Точно так же можно применять метод «юго-восточного угла» или какого-нибудь другого, важно лишь четко сформулировать правило (алгоритм) составления плана.
б) Метод наименьшей стоимости.
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Находим клетку матрицы перевозок с наименьшим тарифом; таких клеток две, 
[image: image105.wmf]22

a

 и 
[image: image106.wmf]13

a

, тарифы в них равны 1. Поскольку в клетку 
[image: image107.wmf]22

a

 можно поместить 40 единиц груза (это наименьшее из чисел 40 и 90, соответственно запасов А2 и потребностей В2), а в клетку 
[image: image108.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image109.wmf]13

a

 - тоже 40 единиц, выбираем одну из них произвольно, например клетку 
[image: image110.wmf]13

a

, и закрываем третий столбец, а у поставщика А1 оставляем 70 – 40 = 30 единиц груза. Получаем рис. 5.
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В оставшейся незаполненной части матрицы перевозок наименьший тариф имеет клетка 
[image: image111.wmf].
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 Заполняем ее: ставим перевозку 40, закрываем вторую строку, а потребителю В2 останется еще получить 50 единиц груза, рис. 6.
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В оставшейся незаполненной части матрицы перевозок наименьшей тариф (2 денежных единицы) имеют клетки 
[image: image112.wmf]31

a

и 
[image: image113.wmf].

32
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 В первую из них помещаем требуемые там 60 единиц груза (во вторую можно поместить лишь 50 единиц - меньше), закрываем первый столбец, уменьшая запасы 
[image: image114.wmf]3

A

 до 80 – 60 = 20 единиц груза, получаем рис. 7.
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Дальше матрица заполняется однозначно – в незаполненные клетки 
[image: image115.wmf]12

a

 и 
[image: image116.wmf]32

a

ставим требуемые там 30 и 20 единиц груза соответственно. План составлен – рис. 8. 

Подсчитаем стоимость затрат по составленному плану: 
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Комментарий. Метод наименьшей стоимости дал более выгодный план, поэтому далее будем рассматривать именно его в качестве начального. 

Отметим еще два обстоятельства. В обоих планах оказались заполненными одинаковое число клеток. Это не случайно. Для невырожденных задач это число равно, как известно из теории, 
[image: image118.wmf],
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 где m и n - размеры матрицы перевозок. В нашем случае 
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поэтому должны быть заполнены 
[image: image120.wmf]5
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 клеток, что и получилось. «Невырожденность» здесь означала, что на каждом этапе решения мы «закрывали» либо столбец, либо строку матрицы перевозок, но ни когда столбец и строку одновременно. Если бы случилась необходимость их одновременного закрытия, нам пришлось бы вводить фиктивную нулевую перевозку, чтобы соблюсти указанный принцип. Кроме того, мы решали так называемую «закрытую» транспортную задачу: сумма запасов поставщиков равнялась сумме потребностей потребителей; иначе нам тоже пришлось бы вводить либо «фиктивных поставщиков», либо «фиктивных потребителей». Осталось напомнить, что, очевидно, достаточно составить исходный план лишь одним способом.

Теперь надо выяснить, оптимален ли план, приведенный на рис. 8. Для этого надо провести оценку каждой свободной клетки, составив для нее цикл, а по нему – знакочередующуюся сумму тарифов клеток, входящих в этот цикл. Если эта оценка окажется для какой-то клетки неотрицательной, ее невыгодно включать в новый план, если же окажется отрицательной, то рассматриваемый план неоптимален и эту клетку целесообразно включить в новый, более выгодный план.
Как только в некотором плане все свободные клетки будут иметь неотрицательные оценки, мы получим оптимальный план.

Продолжение решения.

Исследование исходного плана на оптимальность. Найдем последовательно оценки всех свободных клеток плана перевозок, изображенного на рис. 8.
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Клетка 
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. Цикл: 
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Клетка 
[image: image124.wmf]21
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. Цикл: 
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Клетка 
[image: image127.wmf]23
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. Цикл: 
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Клетка 
[image: image130.wmf]33
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. Цикл: 
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Итак, исследуемый план неоптимален, в новый план следует включить клетку 
[image: image133.wmf]11

a

 (это единственная свободная клетка с отрицательной оценкой). 
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Комментарий. Полезно убедиться в единственности (с точностью до направления обхода) цикла для каждой свободной клетки и независимости значения ее оценки от направления обхода цикла. Иногда возникает недоразумение из-за непонимания такого обстоятельства: мы считаем, что цикл проходит через клетку, если он делает в ней поворот (например, цикл клетки 
[image: image134.wmf]11

a

не проходит через клетку 
[image: image135.wmf]21

a

, он «перепрыгивает» через нее); поэтому лучше употреблять такие слова: «клетка входит в цикл» или «принадлежит циклу».
Улучшение плана происходит очень просто: мы берем свободную клетку с отрицательной оценкой и производим по ее циклу перемещение поставок так, чтобы не нарушить баланс: в свободную клетку и в те занятые клетки ее цикла, тарифы которых брались при оценке со знаком «+», мы добавляем некоторое (одно и то же для всех клеток цикла) количество единиц груза (то есть увеличиваем на это количество запланированные в этих клетках перевозки), а в остальных клетках цикла уменьшаем перевозки на это же количество. Величина оценки свободной клетки имеет экономический смысл – когда она отрицательна, то показывает насколько выгодней перевозить одну единицу груза, проделав перемещение поставок по циклу этой клетки, поэтому по циклу надо переместить как можно больше единиц груза. Эта величина ограничена, естественно тем, что в тех клетках, в которых мы уменьшаем поставки, не должно остаться отрицательной величины – это было бы абсурдно. Значит, мы можем переместить по циклу лишь наименьшую величину единиц груза из тех клеток, тарифы которых входили в оценку со знаком «-». Произведение этой величины на оценку клетки и даст величину выгоды перевозок по новому плану – разности в стоимости старого и нового планов перевозок.
Продолжение решения.

Улучшение исходного плана. 
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Переместим по циклу клетки 
[image: image136.wmf]11
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 30 единиц груза. В клетки 
[image: image137.wmf]11
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и 
[image: image138.wmf]32

a

плана добавляем по 30 единиц груза, и из клеток 
[image: image139.wmf]12

a

и 
[image: image140.wmf]31

a

 убираем по 30 единиц. Получаем новый, улучшенный план, показанный на рис. 9. Его стоимость на 30 единиц меньше стоимости исходного:
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; таким образом, по второму плану стоимость перевозок равна 
[image: image142.wmf]330
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 денежным единицам. 

Комментарий. Во-первых, необходимо проверить, что стоимость нового плана действительно равна 330 единицам. Далее теперь, видимо, становятся понятнее свойства цикла: в него входят ровно по две клетки из столбца или строки из-за того, чтобы при улучшении плана не нарушился баланс: на какую величину мы уменьшили перевозку из одной клетки строки (столбца), на столько же увеличили ее во второй клетке этой строки (столбца), так что общая величина поставок осталась неизменной (баланс в строке).

Продолжение решения.
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Исследование второго плана на оптимальность. Найдем последовательно оценки всех свободных клеток второго плана

Клетка 
[image: image143.wmf]12

a


Ее мы только что освободили, так что оценивать ее нецелесообразно.

Клетка 
[image: image144.wmf]21
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Ее цикл, а значит, и оценка, не изменились; оценка по-прежнему равна 3 > 0.

Клетка 
[image: image145.wmf]23
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Цикл: 
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[image: image147.wmf].
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Клетка 
[image: image148.wmf]33
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Цикл: 
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Поскольку во втором плане оценки всех свободных клеток положительны, он оптимален. 

Ответ: 
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 EMBED Equation.3  [image: image152.wmf],
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 оптимальная стоимость перевозок равна 330 денежным единицам.

Задача 4.
Для сравнения стратегий и выбора наилучшей (в каком-то смысле) предлагаются различные критерии (правила): Вальда, Сэвиджа, Гурвица, Лапласа. Они выражают различные варианты предпочтений ЛПР, его отношения к неопределённости. Поэтому в общем случае решения, выбираемые по этим критериям, могут не совпадать (и, как правило, не совпадают). Однако обращение к ним помогает ЛПР лучше и глубже уяснить задачу, чётче определить своё отношение к данной неопределённости, сформулировать дополнительные требования к принимаемому решению.

Здесь и далее будем использовать понятие природы из теории игр. Природа может находиться в одном из множеств возможных состояний, которое может быть как конечным, так и бесконечным. Будем считать, что множество состояний Si конечно (
[image: image154.wmf]п
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) или, по крайней мере, количество состояний можно пронумеровать. Все возможные состояния известны, не известно только, какое состояние будет иметь место в условиях, когда планируется реализация принимаемого управленческого решения. Будем считать, что множество управленческих решений (планов) Rj также конечно и равно m.

Допустим, каждому действию Rj и каждому возможному состоянию природы Si соответствует результат (исход) Vji, определяющий результат (выигрыш, полезность) при выборе j-го действия и реализации i-го состояния.

В ряде случаев в качестве результатов рассматривается матрица рисков ||rji||.

Элементы матрицы рисков ||rji|| связаны с элементами матрицы полезности (выигрышей) следующим соотношением:

rji =Vi - Vji ,                   (4.1)

где Vi = mах Vji - максимальный элемент в столбце i матрицы полезности.

Если матрица возможных результатов ||Vji|| представляет собой матрицу потерь (затрат), то элементы матрицы рисков ||rji|| следует определять по формуле:

rji = Vji - Vi ,                  (4.2)

где Vi = min Vji — минимальный элемент в столбце i матрицы потерь (результатов).

Формулы (4.1) и (4.2) можно записать как

если V-выигрыш,




(4.3)
если V-потери.

Для принятия решения в условиях неопределенности используется ряд критериев, среди которых: критерий Лапласа, критерий Вальда, критерий Сэвиджа и критерий Гурвица.
1. Критерий Лапласа

Данный критерий опирается на «принцип недостаточного основания» Лапласа, согласно которому все состояния природы Si, 
[image: image155.wmf]п

i

,

1

=

полагаются равновероятными 
[image: image156.wmf].
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Если в исходной задаче матрица возможных результатов представлена матрицей выигрышей ||Vji||, то для выбора оптимальной стратегии Rj выбирают максимальное значение среди предварительно вычисленных по строкам матрицы средних арифметических значений, дающих наибольший ожидаемый выигрыш, т.е.
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           (4.5)

Если в исходной задаче матрица возможных результатов представлена матрицей рисков ||rji||, то критерий Лапласа принимает следующий вид:
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            (4.6)

2. Критерий Вальда (минимаксный или максиминный критерий)

Данный критерий опирается на принцип наибольшей осторожности и основывается на выборе наилучшей из наихудших стратегий Rj. Тем самым выбранные варианты полностью исключают риск, т.е. принимающий решение не может столкнуться с худшим результатом, чем тот, на который он ориентируется. К тому же данный критерий не требует знания вероятностей состояний Si.

Если в исходной матрице результат Vji представляет потери лица, принимающего решение, то при выборе оптимальной стратегии используется минимаксный критерий:
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Таким образом, для определения оптимальной стратегии Rj необходимо в каждой строке матрицы результатов найти сначала наибольший элемент, а затем среди них выбрать наименьший.

Если в исходной матрице результат Vji представляет выигрыш (полезность) лица, принимающего решение, то при выборе оптимальной стратегии используется максиминный критерий:
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3. Критерий Сэвиджа

Он использует матрицу рисков ||rji||, элементы которой можно рассчитать по формуле 
если V-выигрыш,

если V-потери.
И рекомендует в условиях неопределенности выбирать ту стратегию Rj, при которой величина риска принимает наименьшее значение в самой неблагоприятной ситуации, т.е.
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4. Критерий Гурвица

Данный критерий основан на следующих двух предположениях: природа может находиться в самом невыгодном состоянии с вероятностью (1-α) и в самом выгодном состоянии с вероятностью α, где α - коэффициент доверия.

Критерий Гурвица устанавливает баланс между случаями крайнего пессимизма и крайнего оптимизма путем взвешивания обоих способов поведения соответствующими весами (1-α) и α, где 0 ≤α≤1.

Если в исходной задаче матрица возможных результатов ||Vji|| представляет выигрыш, прибыль, полезность, доход и т.п., то критерий Гурвица записывается как
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Если матрица возможных результатов представляет затраты (потери), то критерий Гурвица записывается как
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Если α = 0, получим критерий Вальда, а если α = 1, то приходим к решающему правилу вида 
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